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1. Inleiding

Beschouw beginwaarde-problemen van het type

(1.1) W o oue,u), Ul

TS ) = U

0 0’
waarin H een (vector) functie is van U en de variabele t, en U een
(vector) functie van t.
De traditionele methoden voor het numeriek integreren van dit soort
problemen blijken niet goed toegepast te kunnen worden op (stelsels)
stijve differentiaal~vergelijkingen.
Daarom zijn de laatste jaren een aantal nieuwe ideeén ontwikkeld. Pope
[1] introduceerde in 1963 het begrip exponentiéle aanpassing. Na hem
hebben o.a. Liniger en Willoughby [2], Lawson [ 3], en Fowler en Warten
(4] methoden gepubliceerd die gebaseerd zijn op deze techniek.
Op het Mathematisch Centrum is getracht exponenti€le aanpassing in
Taylor~ en Runge-Kutta-methoden te realiseren. FEnkele twee-~-punts bena-~
deringen van de exponentiéle operator worden in [6] gegeven, terwijl in
[7] een 1e—orde, exponentieel gefitte Taylor-methode beschreven staat.
In dit verslag geven we een ALGOL 60-versie van exponentiéel aangepas-
te expliciete Runge-Kutta-formules met een orde van nauwkeurigheid p,
p=1, 2, 3.

In het volgende hoofdstuk geven we een afleiding van de parameters
van de methode en zijn stabiliteits-eigenschappen.
De ALGOL-60 versie van de procedure exponential fitted runge kutta
staat in het derde hoofdstuk beschreven,
In het vierde hoofdstuk bespreken we een aantal testresultaten. Aller-
eerst behandelen we een lineair stelsel van Fowler en Warten, dat zich
zeer goed leent voor exponenti&le methoden. Dit voorbeeld kozen we
tevens om de interne instabiliteit van meer-punts formules te illustre-
ren.
Bij het tweede voorbeeld, een derde-orde differentiaal-vergelijking,
heeft de Jacobiaan complex-toegevoegde eigenwaarden.
Het derde voorbeeld, een niet-lineaire vergelijking, kozen we om het

voordeel van een geschikte keuze van de orde aan te tonen.

&



2. De theorie van exponentieel sangepaste Runge-Kutta schema's

In dit hoofdstuk behandelen we de theoretische achtergronden van de
procedure exponential fitted runge kutta. Hierbij maken we gebruik van
de theorie van gestabiliseerde Runge-Kutta methoden die uitvoerig be-

schreven wordt in [8].

2.1, Algemene structuur van het Runge-Kutta schems

Beschouw de algemene n-punts formule

.

Y = Upe

(0) (n-1)
Yepg T Pl T T T e O T s ES0,0, ,
< _(0)
?2.1) ry =T H(tk,uk),
(3) _ (0) (k=1)
r =T H(tk+ujrk,uk+xjork +...+Ajj_1 N )y

waarin w de numerieke oplossing is op het tijdstip t

t

-
Verder geldt per definitie Ty = tk+1- Kk
Schema (2.1) kan compact weergegeven worden door de matrix

My X1O 0 . e s 0
Ho o Aag Aoy - - 0
(2.2) R = : : : . :
Hn-1 n-10 "n-11 ° n-1 n-2
% % 8 - e 8

2.2, Stabiliteit

Beschouw eerst het lineaire beginwaarde-probleem



(2.3) — = DU, U(t
waarin D een matrix is met eigenwaarden Gi waarvoor geldt
Re(8.) < 0, Vi.

We definidren het stabiliteitspolynoom Pn(z) door

P (z) =1+ + + .
n Z) = 612 e Snz .
waarin de parameters Bj’ jJ=1,2, ..., n, functies zijn van de Runge~

Kutte parameters My en A (2.2), die in paragraaf 2.6. gegeven worden.

1i
Bij dit polynoom kunnen we een Runge-Kutta schems opstellen.

Wanneer voor alle z, = T6i geldt
an(Zi)l i 19

dan noemen we dit schema stabiel.

Het beginwaarde-probleem (1.1) kunnen we locaal lineariseren. Nu noemen

we het schema stabiel, indien voor de eigenwaarden 6i van de Jacoblaan
9H

J = (55) met Re(8;) < 0 geldt

|p (t6,)] < 1.

2.3. Afleiding van de stabiliteitspolynomen

Bijstelsels stijve differentiaal-vergelijkingen liggen de eigen-
waarden met negatief re€el deel vaak in enkele ver uit elkaar liggende
clusters.

Het is daarom van belang stabiliteitspolynomen Pn(z) te kiezen, zodanig

dat voor elke cluster Cl geldt
max ]Pn(rﬁ)! <1,
SeCl

waarin T de integratiestap voorstelt. (De coéfficiénten van P kunnen

functies van 1t zijn.)



In het volgende beschrijven we polynomen voor twee- en drie-cluster-
methoden, waarbij €én van de clusters bij de oorsprong van het eigen-
waarden-vlak ligt, terwijl de andere cirkels zijn met als middelpunt
twee complex toegevoegde punten; deze kunnen eventueel samenvallen.
Beschouw het z = 16-vlak voor een gegeven integratiestap T. Gevraagd

wordt een polynoom Pn, zodanig dat voor een zo groot mogelijke Py geldt

max IPn(z)I <1,
2=z [2Py

onder de nevenvoorwaarden

ap_(0) drPn(O)
(2.3) graad (Pn) = n, Pn(O) =1, —& = 31, cees —;Tg;;— = Br'

Voor grote waarden van z. blijkt een optimale keuze te zijn [9]

1

(2.4) P (z) = |z |—2q (z—zl)q(z—El)q Rr(z), q = X2,

2

Hierin is Rr(z) een polynoom van de graad r, waarvan de co&fficiénten
eenduidig bepaald worden door voorwaarde (2.3).

De bij het polynoom Pn(z) behorende Py wordt voor de twee-cluster-

methode gegeven door
2q
= (—f

en in het geval van de drie-cluster-methode door

1
|2, 197 (@
1

(2.6) 1= ey () b = arg(z,).

Voor kleine waarden van z, willen we dat Pn(z) zich gedraagt als exp(z).
Dit bereiken we met exponentiéle aanpassing.

De voorwaarden hiervoor luiden voor de twee-clusters-methode
(2.7) Pz =ed, i =0, ..., n-r-1,

en voor de drie-cluster-methode



(2.8) pli)(, ) =e?, 5=0, vev, g=1.

Voor }zl| + o leidt (2.7) of (2.8) juist tot de polynoom voorstelling
(2.h4).

Omdat bi] de berekening van de coéfficiénten van Pn(z) voor zeer
kleine waarden van Zy singulariteiten kunnen optreden (bijvoorbeeld als

in voorwaarde 2.3 Bj # 1/j!), hebben we voor lzl| < 1 voor P een n-de

orde Padé-approximatie gekozen.

2,4, Constructie van de twee-cluster-methode

Bij de constructie van het stabiliteitspolynoom voor de twee-clus-

ter-methode moeten we het stelsel vergelijkingen (2.7) oplossen onder

de voorwaarde (2.3); we vinden dan de cod&fficiBnten Br+1’ cons Bn.
Stellen we
m = n-r,
mel 9 j-x %1
Yk_jgkﬁ(j—kw (=27 e 7 Ozkzm

r . n PO
(2.9) Be =Tt Lozl (B0 T (3R, e+t <k <n,
Jj=0 i=r+1
izk

Voor het bewijs maken we gebruik van twee hulpstellingen.

Hulpstelling 1

AR BK gegeven door

sk U s=1
B =z, I (),
k 1 jeper B
1%k
r+m
dan voldoet P(z) = ) B,z aan de vergelijkingen



()

Bewigjs

Voor j = O geldt de bewering, immers

r+m K : s r+m r+m s—i
P(Zl) = Z Bkzl = Zl Z I -k—_z-) o=
k=r+1 k=r+1 i=r+i )
i#k
s ms1 n-1 S=l-r=-1
=e L1 R
k=0 i=0
i%k
-1 S=lewr=1 m
T k=1 ) = Lk(s-r—1) zijn juist de Lagrange interpolatie coéffi-
i=0
1%k

ciénten; hun som is 1.
* K—pr-m
= — f

. S =
Evenzo geldt (mits m > 2) voor. B, .

r+m-1
B
k=r+1

s

Zk_
l—Zl.

*
k
Stel nu dat de bewering juist is voor alle j < jO < m-2,

Schrijven we

J s
Bk _QT z.k)z =cp z? J
az? - %1
dan volgt uit
ram K- s
z C 21 —_— 7 )z
k=r+1 dzY 1
en
r+m-1 . J
- * k-3 o s
c, Z =(——‘TZ) 9
k=p+1 © T azd 7
dat .
+ ]+ . .
T ( d? 1 B zk) = ) rfm e, 257 4
ker+1 azdtl K % 21 gkepsr © 1
. J+1
r+m-1 * k-j d S
S=r-m c 2 (dzj+1 z)



De bewering van de stelling geldt dus ook voor alle j < jO+1. Hieruit

volgt door volledige inductie dat de bewering geldt voor alle j < m-1.

Hulpstelling 2

7Zi] Y, gegeven door

m-1 Z
1 1 J-k 1
Yy -Z Eji(j-k)! ( Zl) e ", 0 <k <m1,
J=k
m=1 K
dan voldoet Q(z) = ) Y, Z aan de vergelijkingen
=0
. z
Q(J)(zl) = e l, 0<j<ml.

Bewijs

Q(z) kan geschreven worden als

Q(z) = e 1 (1+(Z-zl)+...+(£:%7T(z—z

hieruit volgt direkt de bewering van de stelling.

Zij nu
r x r+m i
By = - Yo 2d BJ it (ﬁ:{), r+1 < k < r+m,
Jj=0 i=r+1
i#k
r x rtm L .
Bo Tt Loy (5D, r+1 < k < r+m,
J=0 i=r+1
i#k
r
k
Po(z) = 7 Bz,
k=0
r+m
Pilz) = ) By 2,
k=r+1
r+m x
Py(z) = ] B, z.



Uit hulpstelling 1 volgt voor O < j < m-1

o) (o) = - 2 (a)

en

Péj)(zl) Q(j)(zl),

en uit hulpstelling 2

I
(¢]

Q(j)(zl) - l’
dus Pn(z) = Po(z) + P1(z) + P2(z) voldoet aan (2.7).

2.5. ~Constructie van de drie~cluster-methode

De drie-cluster-methode verkrijgen we door de redle en imaginaire

delen van (2.8) te beschouwen; dit levert 2q vergelijkingen in de onbe-

kenden 6r+1’ ceny Bn:
3 ner-1 t
—r— -
(2.10) (aij) (]zll Bnﬁ"'?lzllsr+236r+1) = (ri),
waarin
= s . (n+1-3)!
o1,y T StRlnor=d)e AT
_ . (n+1-3)!
Bpi-1,j = cos(nmr=3)e * AT o
Iz
r,: = | [r+1 sin(b sin¢-(r-q+1+i)e) +
21
r L ‘_ — $
+ ) v B |2 [97F 1 sin(r+1-3)¢,
520 (J+i-q)! "j '"1
|24
T = e e cos(b sin¢-(r-q+1+i)e) -
™

r .
- .Z Bj ]zl]‘]"r—1 cos(r+1-3)¢.
J=0

(j+i-q)!



We zijn er niet in geslaagd hiervoor een analytische oplossing te geven.
Daarom lossen we het stelsel (2.10) op met een LU-ontbinding met behulp

van de standaard procedures det en sol [10].

2.6. Genererende matrix van Runge-Kutta schema's van orde p, p = 1,2,3

De coéfficiénten van de genererende matrix (2.2) kunnen voor de ge-
vallen p = 1, 2, 3 zo gekozen worden, dat bij de berekeningen volgens
het bijbehorende Runge-Kutta schema een beperkt gebruik van de geheugen-
ruimte gemaakt wordt [8].

De waarden van de coéfficiénten, uitgedrukt in de parameters Bj’

j=1, ceey N, zijn
0 H] P = ‘|’ 2’
6 =
0
1
n > p =3,
ej = 0 ,
6 = -
n-1 ! eo’
= 6
Moo = B8 g s
(2.11) >, ;
- _dt1 -+ 1 .
Lln_l] - B ]J s "'6 ? J = 13 2’ 006 9 n—‘l’
J n-J+1 "0
60 N 2<j<n-1,1=0,
U-I 3 J=‘[,L=O’
Ajl = A
UJ—GO, 2_J in_‘],l=J_1,
0 ? 3<J<n-1,1<1c¢<}j-2
%, N\,

Voor de gevallen p = 1, 2 krijgen we op deze manier
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Bn+1-j .
uj = A'j—1 = 3 s J=1,2, 0.y n=1,
J n-j
met in het bijzonder
= 1 al =2
Un_1 > s p .
Voor p = 3 krijgen we
= 2 ) = 2 = 10
L 3° un—2 T o152 An—1 n-2 ~ 12° An-2 n-3 60 °

2.7. Interne stabiliteit

Bij meerpunts-formules kan numerieke instabiliteit optreden, hoewel
het schema globaal gezien stabiel is. Deze wordt verocorzaakt doordat een
fout bij de berekening van de tussenpunten opbouwt. In gevallen waarbij
veel tussenpunten worden gebruikt, kan deze fout opbouw zeer hinderlijk
worden.

Dit blijkt duidelijk, wanneer we het schema (2.1) met de formules (2.11)
op het lineaire beginwaarde-probleem (2.3) toepassen.

(J)

De formule wvoor de tussenpunten u wordt dan

ul({J) = u_f{o) + eorDuliO) * A TDuliJ—1), 1 <§ < n-1,
waarin we A1O = u1—60 hebben genomen om de notatie te vereenvoudigen.
Stellen we

= + +o.. N §

P (z) = (1#6,2)(1n . ,2(1 (A o) eee)
en

Qs(z) = A1 n-2 ** Mues nos-1% 1<s <n-1,

(n=1) . .
dan kunnen we . schrijven als

(n-s-1)

uin’1) = P_(1D) uéo) +Q_(tD) w

Hieruit volgt

Fd
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(0) ,

w ., = (148 tD+0_ P (1D)) w (n-s-1)

Gn_1TD QS(TD) w

De factor ©
n-1

waarden van s en grote integratiestappen kan deze uwitdrukking zelfs zeer

D QS(TD) is in het algemeen niet klein; voor sommige

groot worden.

We stellen
(2.12) M(z) = max 'Sn—i zQs(z) .
8
In het geval Gn_1 = 1 hangt dit maximum niet van 1 af; een schatting
voor M(z) is dan
r

M(z) = B,z .

Indien Gn 1= 55 dan geldt bij benadering

u(z) = 38, 2 (£

De interne instabiliteit neemt in dit geval toe, als 1 groter wordt.

Om interne instabiliteilt te vermijden, formuleren we de eis

(2.13) M(z) < tol/e, voor alle z = 16,

met & eigenwaarde van de Jacobiaan;

€ 1s hierin de machine precisie, tol de gewenste precisie in de resul-

taten.

2.8, Stabiliteitsgebieden

In paragraaf 2.3 is afgeleid, dat het linker stabiliteitsgebied
voor grote waarden van ]zll een cirkel is, waarvan de straal door uit-
drukking (2.5) wordt gegeven. Voor kleinere waarden van Izll wordt deze
cirkel gevormd, totdat samensmelting van het rechter-stabiliteitsgebied
optreedt. Dit wordt gelllustir=erd door de volgende tekeningen van stabi-
liteitsgebieden voor de twee-cluster-methode, waarbi] 2l = -20, -10, =5
gekozen is. Bovendien blijkt duidelijk dat de straal van de cirkel sterk
afhankelijk is van de keuze van r en n. (Als beginstuk van het stabili-

teitspolynoom is een r-de orde Padé-approximatie van e? genomen. )
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Stabiliteitsgebieden voor n = 2, r = 1.

o

i 1
-15 -§ <0

JU— 3

-+

+

—_—s§

-t
<+
L

aT
+
J
L.
1
+
>
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Stabiliteitsgebieden voor n =

—rnyh
7, = =20
1 4
= t + i t}\ 1 L 1 4 = { 3 1 0
~25 -20 -15 -§ +0
—F.s
z. = =10
1
' : $ 4 1 (:-\ s " 4 1 1 " a
-15 -10 1A 10
'
z_. = =5
1
L. " 3 " 1 ] 2 1 )
4 ? L 4 %+ | 4= 4 4
~1S -10
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Stabiliteitsgebieden voor n = 4, r = 3,

)
A~

et
4
.

20 § ~§ +0
RSN
-10 ‘
— N — —t 0
-10 -8 +0
4§
-5 |
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Stabiliteitsgebieden voor n = L4, r = 2.
—r
Z ~20 [
1
1 ) 4 i + { T + L + +0
5 ) 20 -1 -§ -0
oS
z. = -10 -
1 Y 4 1, 1 H )
¥ L} v ' L)
1§ -1 -5
—pmof
z. = -5
[ " L P 3 !
l 1} L2 £ ] ¥ '
-1s -0
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Stabiliteitsgebieden voor n = 5, r = 3.

KT

-20 ) ) -15 -5 ) 0
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¥
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-
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3. De procedure exponential fitted runge kutta

In de volgende paragraaf geven we de heading van exponential fitted

runge kutta en de betekenis van de parameters.

3.1. Heading en parameters van exponential fitted runge kutta

Parameters:

t

te

mO, m

sigma

procedure exponential fitted runge kutta (t, te, m0, m,
u, sigma, phi, diemeter, derivative,
k, step, r, 1, beta, thirdorder,
tol, output);

integer m0, m, k, r, 1;

real t, te, sigma, phi, dieameter, step, tol;

array u, beta;

boolean thirdorder;

procedure derivative, output;

<variable>;

t wordt gebruikt als Jensen parameter voor de onafhanke-
lijke variabele; bij een aanroep van exponential fitted
runge kutta moet t de waarde van de onafhankelijke varia-

bele hebben;

<expression>;

de eindwaarde van t;

<expression>;
indices van de eerste en de laatste vergelijking van het

stelsel differentiasal-vergelijkingen;

een één-dimensionaal array ulmO:m];
bij een aanroep van exponential fitted runge kutta moet

dit array de beginwaarden van U(t_ ) bevatten;

0
<expression>;
de modulus van het punt in het complexe vlak waarin de

exponentiéle aanpassing gewenst wordt;



phi

diameter

derivative

step

beta

19

<expression>;

het argument van het complexe punt;

<expression>;
de diameter van de cluster in het linker halfvlak waarin

exponentiéle aanpassing gewenst wordt;
een procedure die als volgt door de gebruiker moet worden
gegeven: '

procedure derivative(x,v); real x; array Vv;

<body:;

na uitvoering van deze procedure moet het array v de

componenten van H(t,U(t)) bevatten;

<variabele>-;

telt het aantal integratiestappen;

bij de eerste aanrcep van exponential fitted runge kutta
moet k een door de gebruiker gegeven waarde hebben (bij-
voorbeeld 0);

k kan worden gebruikt als Jensen variabele in de expres-

sies voor te, step en in de procedure output;

<expression>;
geeft de lengte van de integratie-stap san die de gebrui-

ker zou willen nemen op grond van nauwkeurigheid;

<expression-;

de graad van het beginstuk van Pn(z);

<expression:;

de orde van de exponentigle aanpassing;

de som van r en 1 is Jjuist de graad van het stabiliteits~-
polynoom;

indien phi # 7, dan moet 1 even zijn;

een één-dimensionaal array betalO:r+1];
bij een aanroep van exponential fitted runge kutta moet
het array betalO:r] de coéfficiénten van het beginstuk

van Pn(z) bevatten;
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thirdorder : <expression>;
indien thirdorder de waarde true heeft, dan is de pro-
cedure 3-de orde exakt (mits het array betalO:r] ge-

schikt gekozen is), anders hoogstens 2-de orde exakt.

tol : <expression>;
de gewenste precisie in. de resultaten;

output : een procedure die door de gebruiker moet worden gegeven;
procedure output;

<body>; AN

in deze procedure kan men uitvoer vragen van bijvoorbeeld
de waarde van t, ulm0lJ, ..., ulml, sigma, phi, diameter,

k, betal0], ..., betalnl, step.

In de volgende paragrafen geven we de body van exponential fitted

runge kutta en een bespreking van de procedures die daarin voorkomen.

3.2. De body van exponential fitted runge kutta

procedure exponential fitted runge kutta(t, te, mo, m, u, sigma, phi,
diameter, derlvatlve, k,
step, r, 1, beta, thlrdorder,
tol, output), .

integer mO, m, k, r, 1;

real t, te, sigma, phi, diameter, step, tol;

array u, beta; -

boolean thirdorders;

procedure derivative, output;

begin integer n;
real thetal,thetanmi, tau,b,b0,phi0,phil,betar;
boolean first, complex,change;
integer array p[1:1];
real array mx[l,labda[c]) :r 1-1],pt[0:r],fac,betac[0:1-1],r1[mO:m],
al1:1,1:1];

procedure formconstants;
begin integer 1i;
first:=false;
fac[0]:=1;
for i:=1 step 1 until 1-1 do fac[i]:=ixfac[i-1];
ptlr]:=1xFacl1-1T; - :
for i:=1 step 1 until r do ptlr—i]:=pt[r—i+1]x(1+1)/1
end formconstants,

&
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procedure formbetas
begin integer 1i,j; real bb,c,d;
if first then formconstantss:
dz e eXp(—b )3
betac[1-1]::d/Fac[1-11;
for i:=1 step 1 until 1-1 do
Pegin c:sbxc/i; disd+c; betac[l-1-i]:=d/fac{l-1=1] end;
bbe=1; -
for it=r+1 step 1 until r+l do
begln ce=0;
for j:=0 step 1 until r do
ci=(betalJI=(if 3<I then betaclj] else O))th[g]/(1—J)-—-C/b,9
betali]s=c/b/Tac[l+r—1]/fac[ir=11+
(if i<l then bbxbetac[i] else 0);

bb: =bbxb
end
end formbetsas

procedure solutioncfcomplexequstionss

begin integer i,J,c1,c3;
real c2,e,bl,zii,cosphi,sinphi, cosiphi, siniphi, cosphil;
real array d[1:1]1;

procedure elements of matrix;
begln phil¢=phiO;
T cosphi:=cos(phil); sinphi:=sin(phil);
cosiphi:=1; siniphi:=0;
for 1:=0 step 1 until 1-1 do
begln clo=r+i+i; cl:=1;3
T for je=l-1 step =2 until 1 ao
begin alJj,1=1]t=coXcosiphis
al j+1,1-1]:=c2xsiniphi;
cle=clxe2; ciz=cl-=]
end;
cosphils=cosiphixcosphi~siniphixsinphi;
siniphi:=cogiphixsinphi+siniphixXcosphi;
cosiphi:=casphil
end;
?eztz(a:ls p)
end el of mat;

s

procedure right hand sideg
begin e:=exp(bxcosphi)s
T Dbils “bXSlnphlm(T+|)thll,
cosiphi:=excus(bl); siniphi:=exsin(bi);
ble=1/by zii: ~b1br
for j:=1 step —2 until 2 do
begln d[Jj°~leX51n1ph1,
T d{j-1]:=ziixcosiphi
cosphil:s=cosiph 1XCospth>1n1p 1ixsinphi;
siniphi s=cosiphixXsinphi+siniphixcosphi;
cosiphis=cosphil;
. ziis=ziixb
end;
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cosiphi¢=2ii:=1; siniphi:=0;
for i:=r step —1 until O do
begin c1:=I; c2:=betalils
c3:=1if 2xi>]1-2 then 2 else 1-2Xi; ’ .
cosphil:=cosiphixXcosphi—siniphixsinphi;
siniphi:=cosiphiXsinphi+siniphiXcosphi;
cosiphi:=cosphils;-
for j:=1 step —2 until c3 do
begin d[jT:=d[jl+ziixcexsiniphi;
~d[j—1]:=d[j~1]-ziiXc2Xcosiphi;
c2:=c2Xel; cli=cl—1
end;
Zii:=z1iXb]1
end
end right hand side;

if phiOfphil then elements of matrix;

Tight hand side;

sol(a,1,p,d);

for i:=1 step 1 until 1 do beta[r+i]:=d[1+1—i]Xb1
end solofcomeq; -

procedure coefficient;
begin integer Jj,k; real c;
P0:=b; philO:=phi;
if ©v>1 then
begin if complex then solution of complex equations
~ else formbeta
end;
Tabdal0]:=mu[0]:=0;
if thirdorder then
3€gin'theta0:=.25; thetanml:=.75;
if b<1 then
begin ci=mu[n—1]:=2/3; labdal[n—1]:=5/12;
for j:=n—2 step —1 until 1 do
begin c:=mulj]i=c/(c=.25)/(n=3+1);
labdal[j]i=c—.25
end
end else
begin c:=mu[n-1]:=beta[2]x4/3; labda[n—1]:=c—.25;
for ji=n—2 step -1 until 1 do
Pegin c:=mulJ]:=c/(c=.25)xbeta[n-j+1]/vetaln-31/
(if j<1 then b else 1);
labdal j]l:=c=.25
end

end
end else
begin theta0:=0; thetanmi:=1;
if <1 then
begin for j:=n—-1 step —1 until 1 do mu[jl:=labdaljl:=1/(n-j+1)
end else -
Jbegin Tabda[n-1]:=mu[n-1]:=betal[2];
for j:=n—2 step —1 until 1 do
mulj]:=labdal]]:=beTalnj+1]/betaln-31/
(if J<l then b else 1)

end

end
end coefficient;
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procedure stepsize;

begin regl d,taustab, taustabint;

taus=step;

complex:= abs(phi=-3.1416)>.01;"

if complexAeven(l)=—1 then goto end of efrk;

d¥= if complex then (sigma/dizmeter/sin(phi))N(.5x1/r)

else (2xsigma/diameter)N1/r);
taustab:=abs(d/betar/sigma) ;

d:= if thirdorder then (2Xm12xtol/beta[r1xh$(L—1))A(1/(n—1))

else (yp12xtol)N(71/r)/vetar;
taustabint:= abs(d/sigma);
if tau>taustab then tau:=taustab;
If taustaustabint then taus=tgustabint;
I t+tauw>tex(1-17) then tau:=te-t;
If tau<tXy—12 then goto end of efrk;
br=tauxsigma; d:=.1xdiameterxtau; d:=dxd;

change:= b0=0 V {(b=b0)x(1—b0)+bXbOx(phi=phi0}x(phi~phi0)>d)

end stepsize;

procedure difference scheme;
begin integer 1,J; real mt,1lt, tht;
ig=-13
next term:
ie=i+1; mbs=mul[ilxtau; lt:=labdalilxtau;
for js=mO step 1 until m do rl[j]:=uljl+ltxrl[J];
derivative(T+mt; rl);
if i=0Vi=n—1 then

begin tht:=if 1=0 then thetaOxtau else thetanmixtau;
for j:=m0 step 1 until m do ulJT=uljl+thtxrl[§]

end;
Ei i<n—-1 then goto next term;
te=t+tau

end difference scheme;

s=r+l; first:=true; b0:=phi0:=0; betar:=betalr]\1/r);

next level:

stepsize;

if change then coefficient;

k:=k+1;

difference scheme;

output;

if t<te then goto next level;
end of efrk:

end exponential fitted runge kutta;

3.3. De procedure formconstants

In deze procedure worden fac[j] = j! en ptlj] =
Deze arrays worden gebruikt bij de berekening van

vetalr+1], ..., betalr+1].

i%glj%l—'berekend.
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3.4, De procedure formbeta

De co&fficiénten betalr+1], ..., betalr+l] van het stabiliteits-

polynoom worden berekend volgens formule (2.9).

3.5. De procedure solution of complex equations

In deze procedure worden de coéfficiénten betalr+1], ..., betalr+l]
berekend door het stelsel (2.10) op te lossen. De elementen van de
matrix (aij) worden in de procedure elements of matrix bepaald, de
rechterleden in right hand side.

De oplossing geschiedt met behulp van det en sol [10].

3.6. De procedure coefficient

De parameters OO, 8 A. en uj, j=1,2, ..., n=1, worden bere-

_1°
kend volgens (2.11); Wenm;kenJhierbij gebruik van de waarden van
betal0:n], die door solution of complex equation of formbeta berekend
zijn.

Indien tau * sigma < 1, dan nemen we betalj] =A%T-; (2.11) krijgt dan
een bijzonder eenvoudige vorm.

3.T. De procedure stepsize

Deze procedure berekent de integratiestap, uitgaande van de waarde
van step, zodat aan de voorwaarden (2.5) of (2.6) en (2.13) voldaan is.
Voor de € uit (2.13) is 10_12 genomen, de relatieve precisie van de
Electrologica X8.

Bovendien wordt bepaald of z, 20 veel is veranderd, dat een nieuwe be-
rekening van de coéfficiénten nodig is. Als criterium hiervoor hebben

we genomen ]dzll > .1 % tau * diameter.

3.8. De procedure difference scheme

In deze procedure worden de waarden van uljl, j = 0, ..., m, de
componenten van de numerieke oplossing U, » vervangen door de componenten

ven A . Hierbij wordt derivative aangeroepen.
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i, Testresultaten

In dit hoofdstuk bespreken we een drietal problemen waarmee we expo-
nential fitted runge kutta hebben getest, te weten een lineair stelsel
van Fowler en Warten [L4], een derderorde differentiaal-vergelijking en
een niet-lineaire vergelijking. Resultaten met deze problemen van Taylor

methode staan in [ 7] beschreven.

4,1, Een lineair stelsel van Fowler en Warten

Fowler en Warten behandelden als illustratie van een stijve diffe-

rentiaal-vergelijking het beginwaarde-probleem

(4.1) U=D.U+F, U(0)=1U

0

waarin

-500.5  499.5
).

-

2 0 .
499.5 -500.5
De analytische oplossing van (4.1) luidt
U = 2(‘]_e—t) (1)1‘4‘.1 e—1OOOt (—:]I) .

De matrix D heeft de eigenwaarden 61 = =1000 en-cSr = -1, Zij liggen dus
in twee ver verwijderde clusters in het linker halfvlak, terwijl boven-
dien de diameter van de linker cluster O is, zodat voorwaarde (2.6)
geen beperking oplegt aan de staplengte. Een eerste orde sanpassing is
daarom voldoende; verder kozen we r = 1, 2, 3, 4, 5 en betalj] = %T ’
J < r. In dit speciale geval betekent dit, dat de methode r-de orde
nauwkeurig is. ‘

We hebben probleem (h.1) opgelost door integratie met constante stap-
lengte over het interval [0,1]. In tabel 4.1 is een overzicht gegeven

van —1Olog €,



Bovendien zijn ter vergelijking enkele resultaten met andere exponentieel

k
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le| = max luk[1] - E£[1]].

sangepaste methoden opgenomen, en wel met de formules F(]) en F(e) met

8én Newton iteratie van Liniger en Willoughby [2] en een derde-orde ge-

generaliseerde Runge-Kutta methode van Lawson [31].

Tabel 4,1

Resultaten met exponentieel aangepaste methoden

methodé ;?Z?a;er steplengte
stap 1 .5 .2 .1 .05 | .02 | .01
efrk r=1, 2 .1 b 11 1 | 1.7 2.2 | 2.5
r=2, 3 6 | 1.3 2.2 2.9 ] 3.5 |4k |5.0
r=3, : L 1.2 | 2.2 | 3.5 [ Lks |54 |6.7 7.3
r=l, 5 1.9 | 3.1 | 4.1 | 5.5 (6.8 |8.01]09.3
r=5, 6 -2 | 1.1 | 3.2 {4157 ]|7.5 | 8.0
(1) 2 1.5 | 1.8 | 2.2 | 2.5
F(2) 3 9.5 [10.1 [10.9 [10.1
Lawson L 5.3 | 6.2 | 7.4 | 8.3

Bij de methode van Liniger en Willoughby is een Jacobiaan evaluatie voor

een evaluatie geteld.

In tabel 4.2 geven we de resultaten met de Runge-Kutta formules van

Zonneveld [ 11] en Baanstra [12] van orde p, p = 2, 3, 4, 5. Deze metho-

den werken met variabele staplengte.
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Tabel 4.2

Resultaten met Runge-Kutta formules van Zonneveld en Baanstra

orde totaal -1Olog € totaal —1Olog €
aantal f.e. aantal f.e.
2 3232 2.0 24064 4.8
3 hot2 2.1 6044 : 5.0
L 4880 2.5 5290 5.4
5 342k 2.8 3834 5.7

Uit bovenstaande tabellen blijkt, dat de exponentieel aangepaste methoden
vele malen sneller zijn dan de gewone Runge-Kutta methoden. De eenvoud
van het stelsel laat de voordelen van exponentigle aanpassing echter wel

duidelijker uitkomen.

De onnauwkeurige resultaten bij de zes-punts exponential fitted
runge kutta wordt veroorzaakt door interne instabiliteit. Uit (2.12)

volgt namelijk
2
2 = .10
M(z) g
De door interne instabiliteit veroorzaakte fout is van de grootte
M(z) 107 2/u1] = 12,

Uit paragraaf 2.7 blijkt tevens, dat de interne instabiliteit bij

en_1 = 1 niet toeneemt met grotere waarden van 1, bi] Gn_1 = E-echter
wel.

Dit verschijnsel wordt duidelijk geillustreerd in tabel 4.3; hierbij is

weer met constante staplengte geintegreerd van 0O tot 1.



28

Tabel 4.3
Interne instabiliteit van exponential fitted runge kutta met r = 3

Overzicht wvan —1Olog €

6n—1'= 1 en--1 =

£

1 stap=1 stap=.1 stap=1 stap=.1

1 1.2 4.5 1.2° h.s
2 1.2 4.5 2 b5
3 1.2 h.5 - .2 b1
i 1.2 4.6 -3.9 2.9
5 1.2 4.6 -6.0 1.9
6 1.2 L.5 o =8.7 -8.7

Deze instabiliteit treedt niet op indien tol een voldoende kleine waarde
heeft.

Voor tol = 1/60 (en o =-§) leidde dit tot de in tabel 4.4 opgenomen
resultaten. De staplengte wordt hierbi] bepaald door formule (2.13).

Tabel 4, L

Interne instabiliteit, tol = 1/60, r = 3 en en_1 = %

1 staplengte -1Olog €
4 121 2.6
5 058 3.2
6 .034 b1

Voor de volledigheid geven we de aanroep van

exponential fitted runge kutta:

ki= 0;

exponential fitted runge kutta (t, 1, 1, 2, u, 1000, 3.14, 0,
derivative, k, step, r, 1, beta,

thirdorder, tol, output);
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Het array betalO:r] had hierbij de waarden [1,...;%7], tol bezat de
waarde 1010 (behalve in het geval van tabel 4.4) en thirdorder was

=3
false (behalve waar Gn_1 h)'

L.2. Een derde orde differentiaal-vergelijking

Beschouw het beginwaarde-probleem

r

o+ (1-2¢ cosd) u + r(r-2cos¢) u + 2?“ =0,

(k.2) -
w(0) = 1, u(0) = 0, w(0) = 0,

\

waarin r en ¢ gegeven parameters zijn.

Dit probleem kan geschreven worden in de equivalente vorm

(
_ 0 1 0
;1) =< 0 0 1 ) ;9
_%2 -x(r-2cosd) 21 cosé-1
(Lk.2") -

- g L >,
waarbli] u, u en u de componenten van u zijn.

De eigenwaarden van de Jacobisan van (L4.2') zijn

zodat de drie-cluster methode voor grote waarden van r en /2 < ¢ < 7
een geschikte integratie-methode is voor probleem (L4.2').
In tabel 4.5 geven we de resultaten van de integratie over het interval
[0,1] met exponential fitted runge kutta. Getabelleerd is
—1olog mix Iuk[1] - ;k[1]|, als beginstuk voor het stabiliteitspolynoom
r
z

is genomen 1 + 2z + ... + T



30

Tabel 4.5
drie-cluster-methode, toegepast op probleem (L4.3')

met r = 1000 en ¢ = 2m/3. Overzicht van -1Olog €

NG 1] s .2 A s | .oes | Lo
1 . .9 1.4 1.7 2.0 2.k 2.8
2 .9 1.6 2.6 3.2 3.8 h.5 5.4
3 1.5 2.5 | 3.9 | 48| 5.8 6.7 | 8.0
Y 2.2 3.5 5.2 6.5 T.7 9.0 | 10.7
5 6 | -1.2 3.5 6.0 8.0 9.9 | 11.3

De aanroep van de procedure exponential fitted runge kutta luidde:

k:= 03

exponential fitted runge kutta (t, 1, 1, 3, u, 1000, 2.0943951, 0,
derivative, k, step, r, 2, beta, r>3,

1&O,mmmmh

De drie-cluster-methode met 1 = 2 is zeer gevoelig voor storingen in de

eigenwaarde met groot negatief reéel deel, zoals uit formule (2.6)

volgt. 7

Een aanroep van exponential fitted runge kutta, waarbij phi de waarde

2.0944 had, leidde tot een fout in uL1] op t = 1 van 10120 (r=5, step=.1).

Deze instabiliteit treedt niet op wanneer diameter de juiste waarde

heeft, in dit geval 2 * 1000 * dphi = 10_2. De maximale door stabiliteit

toegelaten stap is dan .0268 en max Iuk[1] - Ek[1]| is 3.9 * 10710,
k
s o t t
4.3. De vergelijking u=-e U + e 1nt + 1/t
Beschouw het beginwaarde-probleem
du t t 1 -2
Y =-e U+ e’lnt + T t>10 7,
(4.3)
. u(107%) = 1 (1072).
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Het is duidelijk, dat dit probleem als oplossing heeft
U(t) = 1n(t).

De eigenwaarde . van de Jacobiaan van het beschouwde probleem, -exp(t),
is in dit geval een functie van t; voor t > 3 wordt de differentiaal-
vergelijking in toenemende mate stijf. Het ligt daarom voor de hand een
exponenti&le methode te gebruiken. WiJ hebben exponential fitted runge
kutta op probleem (3.3) toegepast.

Doordat de differentiaal-vergelijking niet lineair is, gaat de stabili-
teits conditie (2.5) een belangrijke rol spelen. We eisen namelijk dat
de eigenwaarden aan het begin en aan het eind van een stap ter lengte Tt
binnen het stabiliteitsgebied ligt. Na enig rekenen geeft dit de voor-

waarde

dus (daar sigma = et),
1

. . 1
diemeter = 2(sigma™ / Br)l+r

In tabel 4.6 is een overzicht van de effectieve staplengte bij t = 4,6
(dit is staplengte / aantal functie evaluaties per stap) gegeven, voor
enige waarden van r en 1.

Uit deze tabel blijkt dat voor grote waarden van t een lage orde formule
met een hoge orde exponentiéle aanpassing het meest efficiént is. In de
beginfase, waar de vergelijking niet stijf is, is omwille van de nauw-
keurigheid een hoge orde formule geschikter.

Wij hebben daarom probleem (4.3) op het interval [.01,8] opgelost met

verschillende formules:
op [.01,2] kozen we r = 4, 1 =1, op[2,4]r=3,1=2,

op [4,6] r=2,1=3enop [6,8] r=1, 1=k,
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Tabel 4.6
effectieve staplengte bij probleem (k.3)

r\1l 1 2 3 L 5

1 .068 .088 .092 .090 .085

2 .023 | .03k 040 [ .okLk | .0k6
t =k 3 .012 .018 .023 | .026 .028

L .008 .012 L0014 L017 .019

1 . 025 .0k45 .056 . 060 .061

2 .008 .015 .021 . 025 .029
t=6 3 .00k .008 | .o11 01k | .016

L .003 . 005 .007 . 009 011,

In tabel 4.7 zijn de resultaten opgenomen van de volgende aanroepen

van de procedure exponential fitted runge kutta:

ri= Ly 1l:= 1; te:= 2; k:= 0;

again; output;

exponential fitted runge kutta (t, te, 1, 1, u, sigma, 3.14, diameter,
derivative, k, t, r, 1, beta, r>3, 10_h,
output); ‘

r:= r-1; 1l:= 1+1; te:= te+2;

if te < 8 then goto again;

De waarden van sigma en diameter werden in de procedure output berekend;
hiermee bereiken we dat deze expressies precies &é&n maal per stap worden

geévalueerd. Het array betalO:r] was gevuld met de waarden [1,...,1/r!].
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Tabel 4,7
twee-cluster-methode toegepast op probleem (4.3)

k by Ty € = Iak-ukl sigma
5| .30 | .320 2.5 1072 .38
10 | 2.431 .333 2.6 10'h 11.4
15 | 3.6h48 . 160 7.0 1o'h 38.L

20 | b.443 | .19k 6.4 107 85

25 | 5.288 . 139 5.9 1o’h 198

30 | 5.913 . 087 4.3 10‘LL 370

35 | 7.107 .2k 3.8 1077 1220

39 | 8.000 2.5 10"LL 2981

Exponential fitted runge kutta is met bovenstaande aanrcep compatibel
met de drie~cluster-methode met variabele staplengte [TJ.
De volgende strategie, die gebaseerd is op de overweging dat de afbreek
fout van de orde van grootte hr+1/(r+1)! zal zijn, levert aanzienlijk
betere resultaten op:
S: zoek voor iedere nieuwe integratiestap de maximale staplengte h en
de bijbehorende waarde van r (bij 1 = 5-r), zodat aan de voorwaarden
?;iﬁjj-hr+1 < tol
en

h < h stab

voldaan is, en pas de procedure met deze waarde van h en r toe.

De met deze strategie verkregen resultaten zijn in tabel 4.8 opgenomen.
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Tegbel 4.8

twee-cluster-methode met strategie S

tol r k tk g = |ak—uk| ]s|oo
1 L 1 .02L 1.7 1072 5.7 1072
3 .057 3.k 1072
2 1.659 1.4 1072
1 2l 8.000 8.7 10'6
1072 N 13 2,321 1.4 1073 6.1 1073
3 14 2.677 .7 1o'LL
2 16 3.407 3.3 10'h
1 31 8.000 8.0 1077
wr | u |29 | 2.709 6.0 107" 1.1 1073
3 32 3.43L 6.7 10“h
2 52 6.467 5.9 10-&
1 68 8.000 2.0 10'6
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